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tienten x/4 vorkommen. Lediglich die Potentialglei-
chung macht eine Ausnahme. Sie bewirkt, daBl die
Anodenfalldicke schwicher als mit A variiert. Das be-
deutet praktisch, daBl, wenn etwa A— A" = /3, die Ano-
denfalldicke d’ nach dieser Anderung in den Grenzen
, d

d>d > 3
liegt. Die Anodenfallspannung wird nicht wesentlich
beeinfluf3t.

b) Der Fehler durch Vernachlissigung der Anre-
gungsstole. Bei der Ableitung unserer Stromgleichun-
gen (§ 3) haben wir angenommen, dal} alle Stole der
Elektronen im Anodenfallgebiet elastisch verlaufen.
Ausgenommen von dieser Annahme waren die St608e,
die zur Ionisation des gestoBenen Atoms fithrten. Es
tritt nun auch der Fall ein, dal Elektronen das ge-
stoBene Atom zur Emission einer Spektrallinie an-
regen und dadurch Energie verlieren. Diese Elektronen
nehmen im restlichen Anodenfall nicht mehr die nétige
Energie auf, um als Ursache fur einen Ionisations-
prozell in Frage kommen. Setzen wir an, dafl alle

Elektronen, die nach Erreichen der Anregungsenergie
stoBen, so viel Energie abgeben, dal} sie hernach nicht
mehr auf die Ionisationsenergie beschleunigt werden
konnen, so ergibt sich eine Erhohung der Spannung
von 18,7V auf 19 V. Dabei ist zweifellos der erste Wert
bei sonst unverinderten Daten richtiger als der zweite,
weil wir einen zu groflen Verlust an Elektronen einge-
setzt haben.

c) Statistische Effekte. In derselben GroBen-
ordnung wirkt sich eine exakte Beriicksichtigung der
statistischen Verteilung der Elektronenbewegung am
Beginn des freien Falles aus. Wir haben in § 6 gezeigt,
daB es fir das Ergebnis keine Anderung bedeutet,
wenn wir den Anodenfall zu Beginn mittels freifallen-
der Elektronen oder mittels Beweglichkeiten berech-
nen. Anders ist es mit der Energieverteilung der Elek-
tronen in der ungeordneten Bewegung. Die Zahl der-
jenigen Teilchen, die eine Energie ~ ¢ - U;j mitbringen,
ist aber so gering, dal} sie ebenso wie die Elektronen,
die durch Rekombination und Anregungsstofe ver-
loren gehen, vernachlassigt werden konnen.
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Bei nichtlokalen Feldtheorien 148t sich (nach Ono) ein symmetrischer Energie-Im-
puls-Tensor bestimmen, indem man die Nichtlokalitdt durch eine unendliche Reihe mit
den hoheren Ableitungen der Felder ersetzt und fiir die einzelnen Summanden den Ten-
sor nach den Methoden der allgemeinen Relativitatstheorie berechnet. Nach diesem Ver-
fahren wird fir die Kristensen-Mgller-Theorie ein Ausdruck fiir die Energie-Impuls-
Dichte bestimmt. Der sich durch Integration iiber den Raum ergebende Gesamtimpuls
ist identisch mit einem von Pauli durch Integration des Erhaltungssatzes gewonnenen
Ausdruck. Es wird noch der Gesamtdrehimpuls durch Integration des Tensors berechnet.
Ladungsdichte und Gesamtladung werden in analoger Weise bestimmt.

m Rahmen der sogenannten nichtlokalen Feld-
theorien ist kiirzlich von Kristensen und Mgl-
ler! fir die Wechselwirkung von Nukleonen mit
neutralen skalaren (oder pseudoskalaren) Mesonen
eine Theorie untersucht worden, die nach dem iib-
lichen Variationsverfahren aus der Lagrange-Funk-
tion
J=[Lyd%x+ [L,d%
+ [F @2z )y (@) u (@) (@) de’ d” d%’”’
(1)
folgt, worin L, und L, die bekannten Ausdriicke
fiir die Lagrange-Dichten der freien Nukleonen bzw.
Mesonen sind. Dabei ist der sogenannte Formfaktor

1P. Kristensen u. C. Mgller, Kgl. danske Vi-
densk. Selsk., mat.-fysike Medd. 27, Nr. 7 [1952].

F eine Invariante, deren Wert nur von der relativen
Lage der Punkte ', 2”’, /" zueinander abhéingt.
Fiir diese Theorie hat Pauli? die Integrale
iiber Energie-Impuls- und Ladungsdichte berech-
net. Im folgenden sollen Ausdriicke fiir die Dichten
selbst abgeleitet werden. Dabei ist das Ergebnis
nicht an die spezielle Gestalt der Feldgleichungen
(1) gebunden, sondern gilt fiir jede aus einem Varia-
tionsverfahren folgende nichtlokale Theorie, deren
Formfaktor lediglich eine Funktion der Absténde
dreier Raumzeitpunkte | 2 — 2’ |, |2 — 2 |,
|a” — a’’| ist. Das benutzte Rechenverfahren stammt

von Ono3 und wurde von ihm auf Theorien mit

2W. Pauli, Nuovo Cimento 10, 648 [1953].
3Y. Ono, Progr. theor. Physics 6, 898 [1951].
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von zwei Punkten abhingenden Formfaktoren an-
gewandt. Man ersetzt dabei zunichst die Nicht-
lokalitdt durch hohere Ableitungen der Felder, so
dall man eine ,lokale’* Lagrange-Funktion erhilt,
bestimmt den Energie-Impuls-Tensor nach den Me-
thoden der allgemeinen Relativitdtstheorie und
driickt im Ergebnis die hoheren Ableitungen wie-
der durch den Formfaktor aus. Die Bestimmung
der Ladungsdichte ist in analoger Weise moglich.

Bei ,,lokalen‘‘ Feldtheorien 143t sich bekanntlich
ein symmetrischer Energie-Impuls-Tensor nach der
erwihnten Methode leicht berechnen, wenn man
die Lagrangesche Dichte als Funktion der Feld-
groflen und des ,,metrischen Feldes* g, (x) als ska-
lare Dichte

L@=L@V—g(=), g=Detllg,.ll (2

invariant in bezug auf beliebige krummlinige Ko-
ordinaten-Transformationen schreiben kann?. Im
Rahmen der speziellen Relativitatstheorie, in dem
wir im folgenden bleiben werden, geschieht dies
lediglich als rechnerisches Hilfsmittel. Man betrach-
tet eine Koordinatentransformation

ot = " + & (x),
wobei £ eine infinitesimale Verriickung ist, die nur
in einem infinitesimalen Gebiet x von Null ver-

schieden ist. Bedeutet ¢ (x) eine der erwihnten
GroBen im iiberstrichenen System und ist

9q ()
ox¥

0*q=q (x) — q (x) = 0q — ¥ s
wobei

dg=q (@) —q (),
so ist wegen der Invarianz von £ (z) d%

[o*L(x)d¥x =0,

wobei das Integral nur iiber das erwihnte infinite-
simale Gebiet erstreckt zu werden braucht. Hierin
liefern wegen des Variationsprinzipes die Teile mit
den Variationen der FeldgréBen keinen Beitrag, und
die Ausrechnung von 0*g" zeigt, dal3
1 6L oL
T, = j— ( Sgm T Sg ) (3)
ein symmetrischer Tensor ist, dessen (kovariante)
Divergenz verschwindet.
Die direkte Ubertragung dieser Methode auf die
nichtlokale Theorie erscheint schwierig?3. Zunéchst

47.B. H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, Springer-
Verlag, Berlin; W. Pauli, Encyk. d. math. Wiss.V, 2
[1921].

wird die invariante Schreibweise der nichtlokalen
Lagrangeschen Dichte etwas kompliziert,weil man
die in den verschiedenen Punkten (2’, 2", 2’"’) ge-
gebenen Feldkomponenten — sofern es sich nicht
um Skalare handelt — durch Paralleltransport an
dieselbe Stelle bringen muf}. Vor allem aber enthélt
der Formfaktor (invariant als Funktion der geodé-
tischen Abstédnde zwischen den drei Punkten) die
Stellen 2’ usw. explizit, so daB} bei Variation die
Verriickung & nicht nur in Gestalt von d*¢g", d. h.
differenziert, auftritt. Man erhalt deshalb bei der
Variation als Faktor von &” (z) keine Divergenz.

Die Variation ergibt lediglich — auch ohne in-
variante Schreibweise der nichtlokalen Lagrange-
schen Dichte — die Gl. (25) von Kristensen und
Mgoller!. Mit

¥ At

L@zx'a)=F (x'x"a"" )y () u(x)yp (@)
T=g@)V—g@) V=g

ist ndmlich, wenn 2’ usw. cartesische Koordinaten
sind,

1 _
6*£ = — E Fw (x’) u (x’/) w (xlll)
“Gou (559" (@) + %™ (') + 0%g™ (2))

oF oF oF
_ (EV(xl) 5 = + EV (xu) ax”,. _*_Ev (xlll) m)

x
sy (@) u @)y (@) + ...,

wobei die Punkte Glieder mit den Variationen der
Felder bedeuten und
’ —1 firy=pu=0 |
Gou=g"=1 1 firy=pu=1,2,3. (4
0 fiirv+u I
Fithrt man die gleiche Variation in den wechsel-
wirkungsfreien Teilen der Lagrange-Funktion (2)
aus und bezeichnet die Argumente von & iiberall
mit x, so erhilt man

T,
+ [ dx’di’” 1,31,, (@)u @)y (@) F (x, 2", 2"")
+ [dird%” y () up, (@) (&) F (2,2, 2""") (5)
+ fd“‘x’d“x”@(x') w (@) () F («' 2", 2) =0,
worin ’.;’,,‘,, der Tensor der wechselwirkungsfreien
Teile ist. (Wir schreiben statt d/ox” auch einfach »

als Index mit einem senkrechten Strich davor.)
Schreibt man hierfiir

_ Tvu e T( W) lu 0 (6)

vu
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mit
T(VZ‘) |u T J‘ diz’ d4x/r d4x'”F (zl’ x//’ xlu)
’ a¢ (z’) 2 rrr
-{64(x—x) o u () y (x') (7)
4 PP\ wre ou 4 7299 aw I
+ot(x—= )w—a—x,;lp—[—é @ —a")yu—5_m g

so hat man in (7) eine Differentialgleichung fiir
TV, aus der man nach Pauli®> die rdumlichen
Integrale von 7'}’ eindeutig bestimmen kann.
Pauli hat ferner einen Lésungsansatz fiir 7' A
selbst angegeben. Wir wollen jedoch im folgenden

zur Bestimmung von 7))’ die erwihnte Methode

von Ono?3 benutzen, die direkt einen symmetrischen
Tensor liefert.

§ 1. Bericht iiber die Methode von Ono

Wir referieren die Methode von Ono? fiir den

Fall von zwei skalaren Feldern:
J = [d'd%x” @ (@) F («',2") @ (x"
Wegen der Translationsinvarianz ist F nur eine
Funktion des einen Vektors z’ — 2’
F (xl’ xl") — F (xl — 2:/;)

und kann wegen der Rotationsinvarianz nur vom
Betrage dieses Vektors abhéngen, so daf in

ik, (' —z")Y

F(x —2" [A%F (k) e

(2 @a)t

die Fourier-Transformierte F (k) nur vom Betrag
des Vektors £ abhéingen kann. Man kann also setzen

= f(— #) (®)
(£? bedeutet im folgenden immer k"%,).
Man entwickelt nun f nach Taylor

f(— k) = Z2,(— by ©)

und ersetzt bei der Multiplikation mit dem e-Faktor
— k? durch den Laplace-Operator. So erhélt man

J = %’l,,j@(x)mpqﬁ(x) d%,

was man allgemein kovariant schreiben kann:

J=Z1,[® @) 0,9 @) —g(a)d,
wobei
1
o= 5 TG 5o (O
Mit
18,2 (@ () 0,7 ¢ () V — g (2)) dx
—1
- :Eo JOm@ 6, 0,) O " eV —gdiz

F@O 90, —g) d'a (11)

und (an der ,,Stelle g, (z) = ¢,,,., d. h. cartesische
Koordinaten)

b
o* O, = —‘_6* uv[/-gl“ ax;,
0 0 0
+6*g,uv8__v“— oz -+ 6*gl | "5 v

erhilt man nach (3) so fiir einen p-Summanden von

(10)
s = 7’51 {[( m (T)t’A‘) (Dp_m_llf"-)
i m=0 " a
+ (@™ @) (OP " @)} Jur — (O™ D) (P~ L)
— (O™ D) (O " @)} — PO @ Gy -

Fiir die Fourier-Transformierte hat man hiernach

T (k) = G A B (k— 1) (k) { — fun (— k)
+ [— By Gy + (b — K), B, + (B — F), k']
p—1
N (e U Uk (—k2p—m=11},  (12)

worin die Summation iiber m ausgefiihrt werden

kann
Z =

m

(—[k—K])P— (— k)P
—k—K)2EfK?

(13)

Nach Multiplikation mit 4, kann die Summation
iiber p, wie man sieht, ohne weiteres nach (9) aus-

gefiihrt werden und f nach (8) durch T ersetzt wer-
den. Das Ergebnis ist, wie es sein mul}, symme-
trisch in @ und ¢, was man erkennt, wenn man (13)
in (12) einsetzt und die g,,-Terme zusammenfaft.

§ 2. Ausrechnung des Energie-Impuls-
Tensors

Wir kénnen bei der Kr.-M.-Theorie in analoger
Weise vorgehen. Wegen der Translationsinvarianz
ist

F (x xu xu/)

F (@ —a, 2" — ") =F (£1)

und kann wegen der Rotationsinvarianz nur von
den Betrigen und dem skalaren Produkt der beiden
Vektoren & und # abhéngen. Dem entspricht es,
daB in

F(&,n) =

Tim [ty ARy 7 (ky, By 7S o B

F nur von den Betrigen und dem skalaren Produkt
der beiden Vektoren £, und k, abhéingen kann, denn
gleichzeitige Drehung von & und 7 ist unter dem
Integral dasselbe wie gleichzeitige Drehung von k,
und k,. Anstatt des skalaren Produktes von k; und
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k, konnen wir natiirlich auch den Betrag von
(ky + k,) als dritte Variable betrachten und also
setzen

F kl’ k f [kl + k2]2) .
Die Funktion f (a; b; ¢) ist hierdurch fiir den ganzen
Wertebereich ihrer drei Variablen festgelegt, denn
sind a, b, ¢ drei beliebige Zahlen, so kann man in-
folge der pseudo-euklidischen Metrik immer zwei
Vierervektoren %, und %, so bestimmen, daf3

(14)

1;—k2;

k2=a, k=05, (k +ky*=
Es geniigt z. B.
kl e (t1> x, 0’ O): k2 = (t27 0; Y, O)

zu setzen. Dann soll also
2 —ti=a, v —t: =0,
2242 —t% =t — 24t =¢

sein. Im Falle @ > 0 1aB3t sich die erste Bedingung

fiir jedes ¢, durch passende Wahl von | |, im Falle

a < 0 fiir jedes « durch passende Wahl von | ¢, | er-

fiillen. Entsprechend die zweite Bedingung. Es
bleibt
1
ity = E(a—}—b—c) fire>0,6>0,
- 1
+Vat—a ty,== g(@a+b—c) fira<0,b6>0,

I
:t]/xh—a}’y?—bzg(a—i—b——c) fira<0,b<0

zu erfiillen, was immer moglich ist. —
Wir entwickeln nun wieder f nach Taylor

H. GAUS

wodurch wir ¥ in der Form
. xl/)

o q%‘s/"'qrs D/q D///r D/rs(é,j (x/ . xr/) (34 (x//r

F(xr o x”,x’”

—a"))

erhalten. Hiermit wird

[F(@ —a', " —a" )y (@) u(z")
sy (2) ddz’ A’ A
== q;'\,;'ars I(an(x)) (Ds u (x)) (D”/)(

was wir wieder allgemein kovariant schreiben kén-
nen. Betrachten wir der Einfachheit halbery und y
voriibergehend als Skalare (vgl. Anhang), so haben
wir wieder (] - [J, (10) und d*z = |/ — g (x) d*x zu
ersetzen.

Wir betrachten nun zunéchst wieder den Beitrag
eines ¢rs-Summanden. Da die Variation dieses Aus-
druckes in eine Summe mit den Variationen der
0,% O, 0,* und des | — g (x)-Faktors zerfillt,
kénnen wir das Ergebnis unmittelbar nach (12), (13)
hinschreiben, indem wir einmal

(16)
z)) d'e;

p=g¢ 9=y; @=(Oy) (O°w;
also
~ 1 ~
@ (k == k') — W]‘d-lk// (_ kﬂZ)rw (k//)
(—[k—F —k'2)2uk—k —k"),
dann p = r usw. und p = s usw. setzen und ad-

dieren. Dabei ist zu beachten, dal der von der
Variation des |/ — g (x)-Faktors herrithrende erste
Summand in der geschweiften Klammer von (12)
natiirlich nur einmal auftritt. Bei dem sich so er-
gebenden Ausdruck ist nach Multiplikation mit
Aqrs die Summation iiber grs nach (15) wieder ohne

f= qzr‘\;ars( BT (= k) (= [k + k1) (15)  weiteres moglich. Wir erhalten

T (k) = g S AVF A% {5 ) () Tk — b — k) f (=25 — 7% — (b — B — &)%) (— )

L [w D R e e

Pk — — k) ) k) L (k—k'“k”)z;_(k_kl)i(—k}i?;j(,;(k“k,_k”)z;_w;—W)

5 )k — b — kT gy e P R Ce R GRS — R PR ).
[— By G + (o — K k) + (B —E), BT} (17)

Das Ersetzen von f durch F nach (14) ist in einfacher Weise nur in Briichen bei den ersten f-Termen

moglich, indem man z. B. bk, =k — k', k, =

— k" setzt usw. Bei den anderen f ist der Ubergang, wie

oben gezeigt, zwar ebenfalls moglich, aber nicht ohne Fallunterscheidungen auszufithren. Man kann
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deshalb in (17) den Formfaktor schlecht im Ortsraum darstellen. Wir schreiben noch 77’ im Ortsraum
in einer Form hin, die man aus (17) erhilt, wenn man in den einzelnen Summanden in (17) neue Varia-

ble k', k"’ so einfiihrt, da3 die Felder die gleichen Argumente erhalten, und dann """ =k — k" — k" setzt:
Tﬁ,',' V)= [ e dba” B g () u (") ple") L (o —o'; 22— 8" . — &), (18)
! 2 ’”2 ) 132
L= W]’d*k'dﬂc” ds k& { =G [ (= &2 = k"2 —F"2)
®. - 2 " . F (k//l + k//; __k//’) ___f
+ [_ Juv (k’ + k" + k,”)A ki, I (k” = kl”)‘u kl" + (k = k )v k,u ] — K+ K+ K2
el i1 , m e ’ ’” 7 F(_k’; K + k”)_f
= [_ g'm' (k/ + k" 1 k”/)/. k/'. + (k + k ),u ku + (k + k ) k ] _ (k, £ kn)-_z + k2
s a1 e e s vir s e PR — ) —F |
+[ gllV k+k +k ).k,i +(k+k )/tk1'+(k +k ) L ] _(k1+krll)g+k//gj
- gl (E—a) + ik E—a") + T @ —2")  wobei f=f(— k?; — k"2 — k2.

Man sieht, daB in (17) bzw. (18) jeweils einer der
Briiche verschwindet, wenn f von einem seiner drei
Argumente nicht abhiangt, d.h. der Formfaktor nur
eine Funktion von zwei ,,Seiten‘* ist. (In diesem Falle

kann man auch iiberall zu F iibergehen.) Im Grenz-

falle der lokalen Theorie f = F =1 bleibt nur der
erste Summand der geschweiften Klammer, der
dann das Ubliche liefert. Mit der evidenten Sym-
metrie in «, » und mit dem Verschwinden der Diver-
genz, das wir gleich direkt priifen werden, hat dieser
Tensor also alle Eigenschaften, die von ihm ver-
langt werden miissen, wobei die ¢, y auch Spinoren
sein konnen. Die Rechnung, die zu (17), (18) fiihrt,
insbesondere die Taylor-Entwicklung (15), kénnen
wir als ein lediglich heuristisches Verfahren zur
,,Erratung’® des richtigen Tensors ansehen.

Um direkt zu verifizieren, daf} die Divergenz des
Tensors auf Grund der Feldgleichungen verschwin-
det, und fiir die weitere Rechnung ist es bequem,

die Terme mit # und f getrennt zu behandeln ; setzt
man namlich
lellﬂ = Zsli;') + Z(i)

uv >

(19)

so gilt, wie wir sehen werden, identisch (d. h. ohne

Benutzung der Feldgleichungen)
Zh"=0, (200  [Z{,d*z=0
f () Zf:!)(i —Zy Z%) A3z =0.
Bei Bildung der Divergenz erhalten wir in (18)
durch Multiplikation mit ¢ (k" + k" + k') als
Faktor von (— f)
o f{l (I(" + ) o k/n)ﬂ . lk:, -

ik, — ik} =0.

(23)

Dementsprechend wird

TE}:)IV J‘d4x d4x" d4 ’r _‘( /) m (.’L‘“) y, (xu/)

1 ~

. —(é"[—)l; jd‘l k'dél kr/d4 k//l {_ ik;‘F(k/u + k,,; k,,,)

iR F(— b R+ k) — ik F(— k' — k)
. eik'(r—x’) + ik (z—a’) + ik (2 —2)

— J‘d4 o dda A4 w ( ) ( n) P (x,,,)
¥ P —2" 2 —2)8 (& — )]

0
I Sz [F (@ —2'; 2 —a’) o4 (x — IE”')]

t o P =227 — 9ot —a]], @9

was nach Heriiberwerfen der Ableitungen auf die
Feldfunktionen identisch mit (7) ist.

§ 3. Gesamtimpuls
Bei der Berechnung des Gesamtimpulses
BF — [ i g (25)
ist die Integration iiber d%z in (18) sofort ausfiithrbar
und gibt den Faktor 6% (¢ + k" + k’”’). Wir fassen

zunichst wieder die f-Terme zusammen und erhal-
ten, wenn wir in den einzelnen Summanden gleich

ky + kY + k" = 0 Dberticksichtigen, als TFaktor
von (— f):
[o | MG +R—K) YK + K, — k)

_flgluf)_’_ (k6,,+k;')2—k;2 1 (k:,+k;')2—k{,"2

Ku (o + K" —k) | sa 00 1 200 1 1o0r -
o K+ K’ + K
— —f(g‘140+ k(’)"_ka’ +k:)”

) Bk +k +k")=0
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Es bleibt also (mit den eben hingeschriebenen Fak-
toren von 17’):

P‘W’ = [dta’dta” d4a p
l dei ds K AL K
(2m7)°

y(@)u @)y
B 4k + k)

(")

BT R TR
{k'“;v k" +k"‘ _k/u) -'rk::l_;;(—k’ % +k!l)
+k;l/F( k, ﬁkll/} e lk T;— ik ki 7; *’-kimlim

,e—ik’“(t—t)—lk (==t )=k —1" ).

g .0
Wir ersetzen nun k, — ¢ S WW und setzen dann

ku = k./,u + ku,u _|_ kn/,: ,

wobei wir im ersten Summanden % an Stelle von &,
im zweiten Summanden k£ an Stelle von £’”/, im
dritten k£ an Stelle von k” als neue Variable ein-
fithren. Integrieren wir noch mittels der §-Funk-
tion iiber ¢3k und dann in den einzelnen Summan-
den iiber die Argumente des Formfaktors, so er-
halten wir

P(U) fd4 z d4 z’ d4 1y (x ) u ”)'9’) (x/u)
1 dr®
'2—:’1“5\————(_ x9) ? (27)
2 o
,l Frr [F( /; x — x//) e—-1k (t t)]

0

+ ox'' [F (x, - x”; " — x”) e—ﬂk“(l—t’”)]

%
+ o (@

RO (f—1
x//; x///_xr/)e ik (t—t )]}

Hier kénnen wir im letzten Summanden

0 o o
T~ gn Tk

ox'n
setzen, wodurch

P(“ ) J‘d4x deg Qe a ( ) ( u) ( ///)
1 (aw [ @ . .
. : — kO (t— ) _ ik (L — O
[27: J K° l{ da'r [P = gl

a 10 e _i-ﬂ p—
g F e * = — el g2g)

1 . s
+(§Z%IdkoF6—1ko (e—it )] wird.

Wegen der Differenzen der e-Funktionen bleibt der
Integrand fiir £° = 0 endlich, so dal} der Integra-
tionsweg in der £°-Ebene gleichgiiltig ist. Das muf}
so sein, weil in (17), (18) die Integranden keinerlei
Singularititen aufweisen. Mit
ikt
HW —- j di°

J— 1 fiir£ <0 ]
erhalten wir nach Heriliberwerfen der Ableitungen

eO=\.L1 fic =0

P(W) J‘d4 Q,I d4 .’l'” d4 rrr F (.’L, xu xl!’)

Gw (x ) ’’ rrr 1 ’ 44
{—a@—-(>w( )y e (¢ — ) (" — )
pmnly ’r aw (x”,) L rrr "

+y @) u @) — 5 e —t) —e (¢’ —1)]

— 08~ 0P @) u@ )y @)

Dies ist der von Pauli [L c.2, Gl. (8)] aus (24) be-
rechnete Ausdruck. Man sieht, dal P, = 0 fiir
t - -+ oo, wenn die Felder fiir £ - + oo verschwin-
den, was von Pauli zur Bestimmung der Integra-
tionskonstanten benutzt wurde. Im Grenzfall der
lokalen Theorie,

F=0* @ —a”)o* (2"

erhidlt man aus dem letzten Summanden wieder
den iiblichen Ausdruck.

Wir kénnen natiirlich auch die in den Koordina-
ten symmetrische Form beibehalten und bekom-
men dann aus (27)

P”” = [dta’ d*a’” d* x”"zp( Yu

(29)

. x//),

@)y (=)
1% 0
{m[F%&‘(t'—-t):I —l—m[F%E(t”’—t)]

+%[F%g(t~—t)]}. (30)
§4. Gesamtdrehimpuls
Zur Berechnung des Gesamtdrehimpulses
M‘l,’,{):J‘(sz’,,o—x T;o) d?x (31)
wollen wir in (18)
F'=k—Fk —Fk", dt’'=dk (32)
substituieren.
Dann erhalten wir als e-Faktor
o— i (@ — ) — ik (@ — ) ik (x—2") (33)

und haben bei der Bildung von (31) statt des zwei-
ten Faktors von (33)

[y e @—=2" g8y

_— (2;,-5)3(% 62/1 Lz >(63( )e e— k"t e—ikar”) (34)

einzusetzen. Wir betrachten wieder zunichst die f-
Terme von (18). Die Substitution (32) und der Fak-
tor x; dndern an dem Ergebnis von (26) nichts.
Wenn wir weiter ¢/¢k; heriiberwerfen, so haben wir
in (18) f, die eckigen Klammern und die Nenner mit
der Substitution (32) zu differenzieren. Die Terme
mit dem differenzierten f geben nach (26) Null.
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Bei den verbleibenden Briichen ergibt elementares
Ausdifferenzieren nach Multiplikation mit 63 (k)
Ausdriicke, die symmetrisch in 1, x sind und also
bei der antimetrischen Bildung (31) herausfallen.
Mithin gilt (22), wie behauptet, und wir brauchen

nur noch die F-Terme zu betrachten. Hier wollen
wir die Substitution (32) nur bei dem dritten F-

Summanden in (18) anwenden und bei dem ersten
bzw. zweiten &’ bzw. k"’ in analoger Weise durch &

ausdriicken. Beim dritten F-Summanden erhalten
wir nach (34) einmal den Faktor ;] und dann den
durch Heriiberwerfen von &/ék* entstehenden Aus-
druck. Von diesem brauchen wir wegen der erwihn-

ten Symmetrie in 4, ¢ den differenzierten Faktor ¥

nicht zu beriicksichtigen; F (— k; — k) selbst
héangt aber nach (32) von k gar nicht ab, so dafl der
8/ok*-Term ganz herausfillt. Wir erhalten also nach
(34), (33) fir diesen dritten Summanden

fa, T da

=[dta dta’ dra y (a) u (

¥y (@)
1 %
g | Ak a8 (k)

Guoko + K+ K
k°
. e—ik’(x'—z”)Aik”’(z”’~x")—ik“t—ik1” + S (Z,u)

(35)

;’(—k’;

. k///)

wobei die zwei Striche bei 7' den dritten Summan-
den und S (Au) symmetrische Terme in A bedeuten
sollen, und wo bei Ausrechnung des Bruches schon
0% (k) beriicksichtigt wurde. Nach Integration iiber
d3k geht ka” = g, k*x" in — k°¢ iiber, so dal wir

fiir den Zahler des Bruches wieder — ! schreiben

0

1 0x Py "
konnen. Man sieht, da3 wir genau den dritten Sum-
manden von (27) mit ; u(x”’) an Stelle von u (")
erhalten. Mithin kénnen wir, da die tibrigen beiden
Summanden in ersichtlicher Weise durch cyclische
Vertauschungen auseinander hervorgehen, das Er-
gebnis nach (30) hinschreiben, wenn wir bei Inte-
gration iiber £° den Hauptwert nehmen

M‘f,'f) ()= [ditw d*a” d*a’ yp (x')u (@) p (@) -

, 0 , @ 1 ,

{[%W — Zu m] [FES - t)] (36)
22 o 7 a 1 "

+ [x,; a7 T G ] [F; e — t)]

n_ 0 ;0 |
+ Z, oa''u — Xy ox FES(t —‘t) 3

worin

F:F(x x// x!l!) F(x/ _ xu; xll’ _ xl/) .

Hierin kann man auch die ersten eckigen Klammern
(mit gedndertem Vorzeichen) auf die Feldfunktionen
heriiberwerfen. Wir kénnen natiirlich auch wieder
eine Koordinate auszeichnen und setzen

% 1
o |Fre@ o)
oF oF 1
“< W‘W)?E(t”_” + oy Fo@t” —t).

Dann erhalten wir

ME'TI) t) _ J‘d4 zdix dd F (x/ x’ x///)

6 ’7 1
[ wx) <:r,,2 — 1) que(t"—t)>

81,0 x) » 1 .,

(2 )tp x"') +y (@) u(z”) (37)
aw Z,”) 2 1 rrr ‘44 1 ’

. {—W<xﬂ 5 e’ —1t)— Ty5 € @t — t))
@) (a1 Sl

_W< 7i 2 (t —t)—.’lll?é(t —t>}

@)l @) — 1) {8 — ] 62}].

Wieder fallen im lokalen Grenzfalle die e-Terme
heraus, und es bleibt der dritte Summand, der dann
den tiiblichen Term liefert.

Eigentlich entspricht jedoch dem Ubergang von
(30) nach (29) beim Translationsimpuls hier die Aus-
nutzung der Rotationsinvarianz von F. Schreiben
wir F als Funktion der drei Variablen

=V —x")3R, &=z —x)2,
"=V —z 2,
so wird
oF oF x,—uay’ OF x,—a),
e == W 57 s’ s usw.

Hiermit erhalten wir aus (36)

ME @)= [ B dba” dba p (&) u @) p &)

[ l aF " ’77 ’r 7 ’r 27}
] s o8 (x/‘.x‘u — X, )—(8 (t _t) _8(t _t))

1 aF o 22 /

T o @ T — T (e " —t)—e(t'—1))

1 aF & 4 ’ ’n ’ 173
rZarra (z,ux/l - xix#)_(s i — t) —é€ (t _t))
+F (@, 00— 2,09)0(t' — )+ (2 65—, 89) 6 (¢ — 1)

b — s — t)]}. (38)
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Aus diesem Ausdruck sieht man, dal wieder nur
Differenzen der e-Funktionen eingehen, so dafl auch
beim Drehimpuls der Integrationsweg in der k°-
Ebene (siehe (28), (29)) gleichgiiltig war.

§ 5. Ladungsdichte und Gesamtladung

Zur Berechnung einer Ladungsdichte kénnen wir
in derselben Weise wie bei der Impulsdichte vor-
gehen. Bei Eichinvarianz kann man einer (lokalen)
Lagrangeschen Dichte mit beliebig hohen Ablei-
tungen eine Ladungsdichte zuordnen, indem man
o/éx, durch &/éx, — ied, (x) bzw. das konjugiert
komplexe ersetzt und an der ,,Stelle” 4, = 0 nach
4, variierts:

6 L(a')d%

Ja) = =5 A @ (39)

Wir gehen wieder von (16) aus und ersetzen

o *q
O"—0O%; 00y »
wobei

Ou=0— QzeA" —1eAd" i ——eZAﬂA'“

ist. Mit (an der ,,Stelle“ A,, =0)

0= — 21edA* —— — ie (64"),

a L
erhalten w ir fiir einen Ausdruck der Form

[® (@) 07 (x) dia:

jule) = ie T (@ D,) @ "1g)

- (Dm cD) (D'p—m—l ‘Plu)] <

Die Summation iiber m kénnen wir im Fourier-
Raum wie in (12), (13) ausfithren. Wir erhalten

) = — g [ B (k= B) G0 [(k— ), — ]
.2[(_ Z)m k/2p m~1]
= (zn)4fd4k'<13(k—k')“(k')[(k—k'),u-k;,]
(—(—FK )PP — (—F?)?
R STy

Wir kénnen nun genau wie in § 2 weiterrechnen,
indem wir wieder zuerst

=(0%) (O°w), ¢=v,
=[O @y, g=vy

5T.S.Chang, Proc. Cambridge philos. Soc. 44, 76
[1948].

setzen und die entsprechenden Ausdriicke addieren,
wobei zu beachten ist, dal die Variation von [J}
das umgekehrte Vorzeichen ergibt. Nach Summa-
tion iiber ¢sr erhalten wir

i ) —e_fd*x diz” dta” y (@) u (@) (@)

T R {[kﬂ + K, — k]

1; (k” e kur; . klll) ——f (_ k}g; o k///g; __knz)
_ (kr/ = k”/)2 + k2
— [k, + &, — k]
F(—W; 8 +1)—f(—K2 — k"2 — k2 |
— (kr I ku)g + k2 l
N eik' (x—2') + k" (x— ") + k""" (x—2'"") . (41)

Im Grenzfall der lokalen Theorie ist F — f=1,
also §V) (x) = 0.

Wir wollen das Verschwinden der Divergenz prii-
fen. Dabei fallen die f-Terme wieder identisch her-
aus, denn Multiplikation der eckigen Klammern
mit (k" -+ k""" ++ k'"'*) ergibt gerade die jeweiligen
Nenner mit umgekehrtem Vorzeichen. Es bleibt

7(“)[:1 _zeJ‘d4x d4xrr d4xruw( ) (x”)’l/)(x”’)

W[d%' Ak Ark

A=F @ +¥"; -k +F(—F; ¥ + 5}

. eik' (z— ')+ ik’ (z—2) + k" (x—2'") (42)

:—1efd4xd4x"d4 ///—(x/)u( /r) ( /u)
F (x/ xz’ 2//// {64 ) 64 (x o Z'”,)}

Dies ist die Bedingung, die der zusitzliche Strom
" nach Kristensen-Moller [1. ¢.1, GL. (21)] zu er-
fillen hat; aus den beiden Glelchungen die sich
aus (1) durch Variation von y und y ergeben, folgt
niamlich sofort, dal3

(4

Sz CeyY'y)

gleich dem in (42) rechts stehenden Integral ist.
Bei Bildung der Gesamtladung

Q(IH ‘gj‘d:;x? H)O( )

ergeben in (41) die eckigen Klammern dividiert
durch die Nenner wegen des Faktors

3K + &+ &)

gerade (K0 + k0 + k%71 so dall die f-Terme
herausfallen. Es bleibt
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Q”r) (t) = ej‘d.] x d.] x” d,j, x/;/@ (x') u {xu) w (xlll)
1 1
g [ A B

4 K0 - K0
AF @+ 8" —k") —F(—¥; ¥ + &)}
.03 (k’ _+_ k’ + kn/)

Ce K ik — T iR R
woraus sich in derselben Weise wie in (27)
Q(lr)(t) e ieJ‘d4 x de z” d2 2’ E (xr) % (xu) P (xu/)
1
B (% 2 2" ) (e &—8—c@t" — t)) (43)

ergibt, was man nach Pauli [l. ¢.2, Gl (12)] auch
durch Integration von (42) erhalten kann.

Anhang
(Beriicksichtigung der Spinor-Eigenschaft)

Wir haben in § 2 bei der kovarianten Verallgemeine-
rung des Ausdruckes (16) y und p als Skalare behan-
delt. Hiergegen ist nichts einzuwenden, da wir im Er-
gebnis (17), (18) diese Groflen wieder als Spinoren ein-

setzen konnten und da das ganze Verfahren von Ono
nur ein Rechenverfahren zur Bestimmung eines Ener-
gie-Impuls-Tensors im Rahmen der speziellen Rela-
tivitatstheorie ist. Kovariant im Sinne der allgemei-
nen Relativitatstheorie, aber nur ausgerechnet fur den
Spezialfall verschwindenden Gravitationsfeldes, wiirde
unser Tensor dann sein, wenn man die Lagrange-Funk-
tion in der lokalen Form (16) als Ausgangspunkt be-
trachtet, wobei unsere Verallgemeinerung skalaren
Feldern » und y entsprach. Wir wollen uns in diesem
Anhang davon iiberzeugen, daf3 sich an dem Ergebnis
nichts andert, wenn man bei der Verallgemeinerung y
und y als Spinoren betrachtet, bzw. pip>y an Stelle
von p y einsetzt und w als Pseudoskalar ansieht. Von
unserem Standpunkt der speziellen Relativitatstheorie
ist das in bezug auf die Frage der Eindeutigkeit von
Interesse, die nicht bewiesen wurde; die Betrachtung
der y als Spinoren liefert jedenfalls kein neues Er-
gebnis.

Da die Transformationseigenschaften von Spinoren
nur fur Lorentz-Transformationen gegeben sind, er-
fordert die kovariante Schreibweise von Ausdriicken
mit Spinoren die Einfiihrung von cartesischen Ko-
ordinatensystemen in jedem Raum-Zeit-Punkt ¢, deren
vier Achsen man durch vier zueinander orthogonale
Einheitsvektoren

h(x), RMx), hi(x), R ()
festlegt, die man Vierbein nennt. Hiernach gilt
(A1)

Die Nummern der Vektoren bezeichnen wir nach Bel-
infante’ mit lateinischen Indices und definieren ihr
Heraufschieben in iiblicher Weise durch ¢!, so daB
aus (A 1) folgt

h‘:-' Juv ,u;; = h‘fl hiw = ﬁzk %

B b = oF.

L 3

(A 2)

¢ H. Weyl, Z. Physik 56, 330 [1929].

Ebenso bezeichnen wir die Komponenten eines Ten-
sors (z. B. t*) im lokalen System durch denselben
Buchstaben mit lateinischen Indices (z. B. t¥); diese
lokalen Komponenten sind dann gegeben durch

S VLTI L Y 1N (A 3)

Mit Hilfe dieser Gleichungen kann man stets von dem
lokalen System (lateinische Indices) zum allgemeinen
(griechische Indices) iibergehen und umgekehrt; ins-
besondere kann man das metrische Feld g,, = hﬁ; Ry
durch die Vierbeine ausdriicken.

Enthilt die Lagrangesche Dichte die Vierbeine nur
in Form der g,, bzw. deren Ableitungen, so ist der in
(3) definierte Tensor 7'y,

1 0L

V—g onf
Es 1aBt sich zeigen®, dafl dies, als Definition fiir 7',
betrachtet, auch dann einen symmetrischen und diver-
genzfreien Tensor ergibt, wenn L aufller den Feldern
noch explizit von den Vierbeinen und deren (beliebig
hohen) Ableitungen abhangt. Die Symmetrie braucht
beim Ausrechnen gemill (A 4) nicht sofort in Erschei-
nung zu treten, da bei ihrer Begriindung die Feld-
gleichungen benutzt werden; man definiert daher be-

quemer
1 1/6¢8 oL
—_— | — I —hiu -
V—yg 2 (ah;f LYY ‘)
Fiir die kovariante Ableitung einer Grife mit be-

liebigen griechischen und lateinischen Indices erhalt
man nach Belinfante?

(I‘hf=(I:v_wv,';lskzop.q; (A 6)
wobei das Semikolon die iibliche kovariante Ableitung
beziiglich der griechischen Indices bezeichnet:

T,u Y = hkl' . (:X 4)

T,uv == (A5)

(A7)

und S¥%, op ein Operator ist, der die Anderung einer
GroBe mit lateinischen Indices bei einer infinitesimalen
Drehung angibt:

l qu
wvlk =) &= wl‘kl == h,u h/g: Vs

0q = Elk slkup.q = fkl Skl op.q-

Mit den bekannten Ausdriicken

1
1
emlS\Jmp- Y= Z'eml Pyt Y,

1

T =

et S0 ¥ = — T e ¥ V"V
erhdlt man speziell

1 ko4l
Yiv = Yi» 1 ORLY™V Y
(A 8)

an ! 1 vk Al
WHVZW.V‘I‘I(UVL‘IW}' V.

Hierbei ist vorausgesetzt, dall man fir die Spinoren
eine nach Belinfante ,,uniforme‘ Darstellung be-
nutzt, bei der die Dirac-Matrizen y in jedem Raum-
Zeit-Punkt gleich und invariant gegen Drehung des
lokalen Systems sind, also

Vklv == ka =0.

7F.J. Belinfante, Physica 6, 305 [1940],
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Wir haben nun als kovariante Verallgemeinerung
von [Jy zu schreiben [],y, wobei

r = (9" wi») lu

1 B =
= (" Y1) + F‘:,u grv VJIW—I Ouii PPV Wi
Mit Iy, = % und (A 8) wird das
—g
1 /
Oy = m V—g 9" viu)iu

11
T V=g ¢ (V—g 9" ourr v* 7 )i

= ko)l L i )i kol
g Quk YTV Y g*r + 16 G Ou; VY v YUY Y
(A9)

O, v ergibt sich in ersichtlicher Weise durch Vor-
zeichenumkehr von o und Einsetzen von ¢ vor die
y-Matrizen.

Aus dieser Form sieht man unmittelbar, da3 man in
der ublichen [in Gl. (19) benutzten] Weise partiell in-
tegrieren kann, d. h. da@

fﬁ‘/l g iy V—g dix
=—[hpyV—gdie=—[yp(O,v) I—g d

ist. Wir konnen also in Gl. (16) [J; nach (A 9) statt
[, einsetzen. Dabei stehen dann statt y bzw. p Aus-
driicke, die den gleichen Transformationscharakter

haben, z. B. ([j; u) (DZ?/}) usw. Der erste Summand
von (A 9) ist identisch mit [J,9 und gibt also nach
(A 4) das alte Ergebnis. Wir betrachten deshalb nur
die drei letzten Summanden und rechnen die Variation
nach 6h,’c, an der ,,Stelle‘‘ von ebenem Raum-Zeit aus.
An dieser Stelle konnen wir hj (x) = J; wihlen, so
daB w,;; = 0 wird. Wir brauchen deshalb nur o selbst
zu variieren, da die Variationen der iibrigen Faktoren
Ausdriicke mit o als Faktor ergeben und folglich ver-
schwinden. An der erwidhnten Stelle haben wir nach
(AT)
8 gs; = hix (ORL): 0% 0F = Gui OF (OB);0-

Werfen wir nun unter dem Integral die Ableitung nach
o auf die y, y heriiber und schreiben wir auf Grund der
Antimetrie von w

2wgij ¥ Y = wgij (v YT — 7 ¥Y),
so erhalten wir, wenn wir gemil der Bildung von

(A 4) mit hg, = gr, multiplizieren, Ausdriicke der
Form

Giow Giu O (V29T — 9 i) = Y v — Yo Y-

Da das Ergebnis aber symmetrisch in g und » ist,
miissen die betreffenden Terme verschwinden.

Auch bei der kovarianten Schreibweise von u bzw.
wiy®y als Pseudoskalare &ndert sich am FErgebnis
nichts. Zunichst kénnen wir

U=

e (afyd) papys (A 10)

1
V=g
setzen, wobei der Faktor von ¢ bekanntlich ein kon-
travarianter Einheitspseudotensor ist, wenn

0 wenn zwei Indices gleich,
1 fiir ¢ (0123) oder gerade Permutation
des Indices, (A11)

—1 fiir ungerade Permutation der In-
dices.

e (apyd) =

Ferner soll gyp,6 ein in allen vier Indices antimetri-
scher Tensor sein, d. h. sein Vorzeichen bei Vertau-
schung von zwei Indices wechseln. Dann laBt sich
leicht nachrechnen, daf3 i

e(afy0) (@apyoivd™)in

1
= =5 =g 9wl = Ogu

1
V—g

ist, d. h. [J, ist auch fiir einen Pseudoskalar eine ko-
variante Verallgemeinerung.

SchlieBlich wollen wir noch iy® allgemein kovariant
schreiben, das im pseudoskalaren Falle zwischen

([]Za) und (D; ), also zwischen Grollen steht, die
sich wie y und y transformieren. Wir setzen

- 1 o
PIm = — (il — 4 L), (A12)

24
wobei die Punkte Glieder mit den ungeraden bzw. ge-
1
raden Permutationen der y bedeuten sollen. (y°= T 74,
die Indices laufen wie immer von 0 bis 3). Dann ist
VA RS B] By ym = y870 g
ein kontravarianter.antimetrischer Tensor und
|
Y21
ein Pseudoskalar. (Lat man in dem Produkt dieses
Ausdruckes mit u (A 10) die beiden Pseudoeinheits-
tensoren weg, so dndert sich nichts und man hat das
invariante Produkt zweier Tensoren ; der gewohnlichen
Betrachtungsweise entspricht es aber, w und nicht
Papyo als FeldgroBe zu betrachten.) Wir brauchen uns
nur noch zu iberzeugen, dafl bei der Bildung von 7,
nach (A 6) der von dem in (A 13) zwischen p und y

stehenden Ausdruck herrithrende Anteil verschwindet.
Das ist aber sicher der Fall, weil dieser Ausdruck von

V—ge (afyd) y2p70 g (A 13)

Rj gar nicht abhingt. Es ist namlich wegen der anti-
metrischen Bildung (A 12)

i | » 327 30 .
ST VP70 = KGR By by 012 = R Ry R iy,

wobei die Ziffern bei y im zweiten Term ,,lateinische
Indices sind. Folglich nach (A 11)

1
s €(afyd) y¥Fr® = Det || B || iy® =

L
24 ¥

1
V—g
1 .
und o V—g e (afyd) p*F70 = iy?,

so daB also piy®yp auch ein allgemein kovarianter
Pseudoskalar ist. —

Herrn Professor Heisenberg und Herrn Professor
v. Weizsidcker mochte ich fiir die Anregung zu der
vorliegenden Rechnung und verschiedene Unterhal-
tungen herzlich danken.



